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Przekonaj siê, ¿e statystyka mo¿e byæ prosta!

Jeœli statystyka wydaje Ci siê nudna i skomplikowana, to tylko dlatego, ¿e nie korzysta³eœ 
dot¹d z odpowiedniego podrêcznika! Ta innowacyjna, przyjazna dla czytelnika ksi¹¿ka
z pewnoœci¹ zmieni Twoj¹ opiniê. Wiedzê z zakresu statystyki podano tu w sposób 
uwzglêdniaj¹cy najnowsze badania w zakresie efektywnego nauczania. Dziêki przyjêciu 
takiej formu³y tekst dostosowano do sposobu funkcjonowania Twojego mózgu, aby
w pe³ni wykorzystaæ jego mo¿liwoœci i bezboleœnie wprowadziæ Ciê w œwiat 
skomplikowanych obliczeñ.

Najwa¿niejsze zagadnienia zosta³y tu zilustrowane za pomoc¹ – nierzadko zabawnych – 
przyk³adów z ¿ycia codziennego, takich jak analiza statystyk sportowych, wyników gier 
hazardowych czy testów nowych leków. Dziêki tej ksi¹¿ce dowiesz siê m.in., jak wybraæ 
optymalny wykres do wizualizacji okreœlonych danych, szybko wskazaæ wartoœci 
reprezentatywne dla danego zbioru danych i za pomoc¹ rachunku prawdopodobieñstwa 
przewidywaæ skutki powtarzalnych zdarzeñ w d³ugich seriach. Z ³atwoœci¹ nie tylko 
przyswoisz zawart¹ tu wiedzê, ale i wykorzystasz j¹ w codziennym ¿yciu!

• Wizualizacja danych
• Wykresy
• Praca z danymi zgrupowanymi
• Rozk³ad geometryczny, dwumianowy i Poissona
• Miary zró¿nicowania
• Szacowanie parametrów populacji na podstawie próby
• Kwartyle i wariancje
• Prawdopodobieñstwo zdarzeñ
• Konstruowanie przedzia³u ufnoœci
• Podstawy kombinatoryki
• Weryfikacja hipotez
• Korelacja i regresja

Z dobrym podrêcznikiem nawet statystyka mo¿e byæ ³atwa i ciekawa! 

http://helion.pl
http://helion.pl/zamow_katalog.htm
http://helion.pl/katalog.htm
http://helion.pl/add3571U~hfstat
http://helion.pl/page3571U~emaile.cgi
http://helion.pl/page3571U~cennik.htm
http://helion.pl/online.htm
mailto:helion@helion.pl
http://helion.pl/view3571U~hfstat
http://www.amazon.com/exec/obidos/ASIN/0596527586/helion-20
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$ wisienka cytrynka inne

0,1 0,2 0,2 0,5

Wszystkie trzy okienka s• od siebie niezale•ne,  
zatem pojawienie si• danego symbolu w jednym  
z nich nie ma wp•ywu na to, co pojawi si•  
w pozosta•ych okienkach.

�0�R�A�W�D�O�P�O�D�O�B�I�E�Ì�S�T�W�O��
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�*�E�D�N�O�R�Ã�K�I���B�A�N�D�Y�T�A
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Wczuj si• w rol• gracza
Spójrz na plansz• z wygranymi zamieszczon• 

na poprzedniej stronie. Wyobra• sobie, •e jeste• 
graczem, który chce pozna• prawdopodobie!stwo 

pojawienia si• ka•dej z kombinacji 
gwarantuj•cych wygran•. Uzupe"nij  
tabelk•. Jakie jest prawdopodobie!stwo 
tego, •e nie wygrasz nic?
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Wczuj si• w rol• gracza: Rozwi•zanie
Spójrz na plansz• z wygranymi zamieszczon• 

na poprzedniej stronie. Wyobra• sobie, •e jeste• 
graczem, który chce pozna• prawdopodobie!stwo 

pojawienia si• ka•dej z kombinacji 
gwarantuj•cych wygran•. Uzupe"nij  
tabelk•. Jakie jest prawdopodobie!stwo 
tego, •e nie wygrasz nic?

�Z�\�K�a�N�Y�Z�Y�N�Y�L�S�O�¶�]�^�a�Y�
�L�\�K�U�_�
�a�c�Q�\�K�X�O�T

�Z�\�K�a�N�Y�Z�Y�N�Y�L�S�O�¶�]�^�a�Y
�Z�\�K�a�N�Y�Z�Y�N�Y�L�S�O�¶�]�^�a�Y�

���U�Y�V�O�T�X�Y�À�¤�
�N�Y�a�Y�V�X�K��

�Z�\�K�a�N�Y�Z�Y�N�Y�L�S�O�¶�]�^�a�Y �Z�\�K�a�N�Y�Z�Y�N�Y�L�S�O�¶�]�^�a�Y
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�§�a�S�M�d�O�X�S�O

Oto rozk•ad prawdopodobie•stwa zmiennej losowej X:

x 1 2 3 4 5

P(X = x) ������ �������� �������� ������ ������

1. Ile wynosi E(X)?

2. Ile wynosi Var(X)?
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1. Ile wynosi E(X)?
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2. Ile wynosi Var(X)?
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Czy nasz zawodnik móg•by w prostszy sposób wyznaczy# warto"# 
oczekiwan!, tak by nie zaj$•o mu to wi$cej ni% 3 minuty?
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Jaka jest warto!" oczekiwana i wariancja zmiennej losowej Y?  
Jak si# maj$ te warto!ci do wyznaczonych poprzednio: warto!ci 
oczekiwanej wynosz$cej –0,77 dolara oraz wariancji równej 2,6971?
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#amig"ówka
�-�d�K�]�
�X�K�
�Y�N�\�Y�L�S�X�°�
�K�V�Q�O�L�\�c���
�?�d�_�Z�O�¸�X�S�T�
�V�_�U�S�
�a�
�Z�Y�X�S�Ò�]�d�c�M�R�


�Y�L�V�S�M�d�O�X�S�K�M�R�
�Y�N�Z�Y�a�S�O�N�X�S�W�S�
�a�K�\�^�Y�Ä�M�S�K�W�S�

�d�X�K�T�N�_�T�¦�M�c�W�S�
�]�S�°�
�a�
�L�K�]�O�X�S�O���
�5�K�Ò�N�¦�
�a�K�\�^�Y�Ä�¨�

�W�Y�Ò�O�]�d�
�a�c�U�Y�\�d�c�]�^�K�¨�
�^�c�V�U�Y�
�T�O�N�O�X�
�\�K�d���
�

�M�R�Y�¨�
�X�S�O�U�^�œ�\�O�
�X�S�O�
�L�°�N�¦�
�-�S�
�Z�Y�^�\�d�O�L�X�O�
�

�a�
�Y�Q�œ�V�O���
�4�O�Ä�V�S�
�^�Y�
�d�K�N�K�X�S�O�
�a�c�U�Y�X�K�]�d�
�L�O�d�L�¸�°�N�X�S�O���

�Y�^�\�d�c�W�K�]�d�
�P�Y�\�W�_�¸�°�
�Z�Y�U�K�d�_�T�¦�M�¦�
�\�O�V�K�M�T�°�
�W�S�°�N�d�c�


�]�^�K�\�c�W�S�
���B���
�S�
�X�Y�a�c�W�S�
���C���
�]�^�K�a�U�K�W�S�
�a�c�Z�¸�K�^�
�a�
�Q�\�d�O�

�X�K�
�K�_�^�Y�W�K�M�S�O�
�a�
�U�K�]�c�X�S�O�
�.�K�X�K��

Uwaga: ka•da warto€• 
mo•e by• u•yta tylko 
jeden raz!

X = (stara stawka wygranej) – (stary koszt gry) =

 = (stara stawka wygranej) – ........................... 

(stara stawka wygranej) = ............................ + ............................

Y = 5 (stara stawka wygranej) – (nowy koszt gry) =

 = 5 (.............. + ...............) – ...................... =

 = 5 ................ + ................ – ..................... =

 = ..................    .................. + .....................
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2X 2
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5 X
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X = (stara stawka wygranej) – (stary koszt gry) =

 = (stara stawka wygranej) – ........................... 

(stara stawka wygranej) = ............................ + ............................

Y = 5 (stara stawka wygranej) – (nowy koszt gry) =

 = 5 (.............. + ...............) – ...................... =

 = 5 ................ + ................ – ..................... =

 = ..................    .................. + .....................

#amig"ówka: Rozwi•zanie
�-�d�K�]�
�X�K�
�Y�N�\�Y�L�S�X�°�
�K�V�Q�O�L�\�c���
�?�d�_�Z�O�¸�X�S�T�
�V�_�U�S�
�a�
�Z�Y�X�S�Ò�]�d�c�M�R�


�Y�L�V�S�M�d�O�X�S�K�M�R�
�Y�N�Z�Y�a�S�O�N�X�S�W�S�
�a�K�\�^�Y�Ä�M�S�K�W�S�

�d�X�K�T�N�_�T�¦�M�c�W�S�
�]�S�°�
�a�
�L�K�]�O�X�S�O���
�5�K�Ò�N�¦�
�a�K�\�^�Y�Ä�¨�

�W�Y�Ò�O�]�d�
�a�c�U�Y�\�d�c�]�^�K�¨�
�^�c�V�U�Y�
�T�O�N�O�X�
�\�K�d���
�M�R�Y�¨�

�X�S�O�U�^�œ�\�O�
�X�S�O�
�L�°�N�¦�
�-�S�
�Z�Y�^�\�d�O�L�X�O�
�a�
�Y�Q�œ�V�O���
�4�O�Ä�V�S�

�^�Y�
�d�K�N�K�X�S�O�
�a�c�U�Y�X�K�]�d�
�L�O�d�L�¸�°�N�X�S�O���
�Y�^�\�d�c�W�K�]�d�

�P�Y�\�W�_�¸�°�
�Z�Y�U�K�d�_�T�¦�M�¦�
�\�O�V�K�M�T�°�
�W�S�°�N�d�c�
�]�^�K�\�c�W�S�


���B���
�S�
�X�Y�a�c�W�S�
���C���
�]�^�K�a�U�K�W�S�
�a�c�Z�¸�K�^�
�a�
�Q�\�d�O�
�X�K�

�K�_�^�Y�W�K�M�S�O�
�a�
�U�K�]�c�X�S�O�
�.�K�X�K��

Uwaga: ka•da warto€• 
mo•e by• u•yta tylko 
jeden raz!
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Spróbujmy sprawdzi", czy istnieje zale%no!" mi#dzy E(X) i E(Y) 
oraz Var(X) i Var(Y).

1. E(X) = –0,77, za! E(Y) = –0,85. Ile wynosi 5 × E(X)? A ile 5 × E(X) + 3? Jak si# to ma do E(Y)?

2. Var(X) = 2,6971, za! Var(Y) = 67,4275. Ile wynosi 5 × Var(X)? A ile 52 × Var(X)? Jak si# to ma do Var(Y)?

3. Czy da•oby si# uogólni" zaobserwowane zale%no!ci dla dowolnych zmiennych losowych pozostaj$cych  
 w relacji: Y = aX + b?

�+�O�S�Z�T���G�R�Y���W�Y�N�O�S�I�Ž���P�R�Z�E�D�T�E�M�������D�O�L�A�R��
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�S�
�/���C���
�S�]�^�X�S�O�T�O�
�d�a�S�¦�d�O�U�
�V�S�X�S�Y�a�c
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���7�B�?�1�„�B�)�6�1�- Spróbujmy sprawdzi", czy istnieje zale%no!" mi#dzy E(X) i E(Y) 
oraz Var(X) i Var(Y). 

1. E(X) = –0,77, za! E(Y) = –0,85. Ile wynosi 5 × E(X)? A ile 5 × E(X) + 3? Jak si# to ma do E(Y)?

2. Var(X) = 2,6971, za! Var(Y) = 67,4275. Ile wynosi 5 × Var(X)? A ile 52 × Var(X)? Jak si# to ma do Var(Y)?

3. Czy da•oby si# uogólni" zaobserwowane zale%no!ci dla dowolnych zmiennych losowych pozostaj$cych  
 w relacji: Y = aX + b?
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E(aX + b) = aE(X) + b

Var(aX + b) = a 2Var(X)
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 X 1 + X 2 to nie 
to samo co 2X.

Sumuj•c zmienne 
X1 i X2, musisz 
si! oprze" 

na realizacjach ka#dej z nich. 
2X oznacza tylko jedn• 
realizacj!, tyle #e podwojon• 
w stosunku do X.
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Ilo!" kawy, która sk#ada si$ na du%& porcj$; 
X — ilo!" kawy zawarta w standardowej 
porcji.
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�|�‚�l�˜�-�A�i�Ÿ�®�J�-�–�®�R�y�l�-�Ÿ�u�|�¸�y�-�Ÿ�|�‚�l�˜�-�É�Ÿ�®�-�Ÿ�‚�|�u�|�A�Ô�Ÿ�‚�–�®�R�p�˜�®� �-�t�A�R�y�l�-�Ÿ�q�l�y�l�|�ª�R�a�|�Ÿ
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���–�®�R�p�˜�®� �-�t�A�R�y�l�R�Ÿ
�q�l�y�l�|�ª�R

�+�u�l�R�y�y�R�Ÿ
�y�l�R�®�-�q�R�¸�y�R

Wyp#ata mo%liwa do uzyskania po nabyciu 
pojedynczego losu, którego cena posz#a 
w gór$; X — wyp#ata mo%liwa do uzyskania 
po nabyciu pojedynczego losu w starej cenie.

Spo%ywanie dodatkowego kubka kawy 
ka%dego dnia; X — ilo!" kawy w jednym 
kubku.

Wyp#ata mo%liwa do uzyskania po nabyciu 
10 losów na loterii; X — wyp#ata mo%liwa 
do uzyskania po nabyciu jednego losu.

Kupno dodatkowych kur znosz&cych jajka; 
X — liczba znoszonych jaj w zale%no!ci 
od gatunku kury.

�;�N�J�F�O�O�F���Q�S�[�F�L�T�[�U�B�Œ�D�P�O�F��
�D�[�Z���O�J�F�[�B�M�F�˜�O�F� 
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Ilo!" kawy, która sk#ada si$ na du%& porcj$; 
X — ilo!" kawy zawarta w standardowej 
porcji.

���|�y�l�¸�R�o�Ÿ�®�-�u�l�R�˜�®�A�®�|�y�|�Ÿ�|�‚�l�˜�¬�Ÿ�p�l�q�p�¥�Ÿ�˜�¬� �¥�-�A�o�l�Ÿ�®�Ÿ�¸�¬�A�l�-�Ÿ�A�|�J�®�l�R�y�y�R�a�|�‡�Ÿ
�+�-�p�t�-�J�-�o�Ô�A�G�Ÿ�¸�R�Ÿ�®�y�-�˜�®�Ÿ�–�|�®�p�t�-�J�Ÿ�®�u�l�R�y�y�R�o�Ÿ�(�G�Ÿ�®�J�R�A�¬�J�¥�o�G�Ÿ�A�®�¬�Ÿ�ª�¬�˜� �Ö�‚�¥�o�Ô�A�R�Ÿ�Ÿ
�ª�Ÿ�|�‚�l�˜�-�A�i�Ÿ�®�J�-�–�®�R�y�l�-�Ÿ�u�|�¸�y�-�Ÿ�|�‚�l�˜�-�É�Ÿ�®�-�Ÿ�‚�|�u�|�A�Ô�Ÿ�‚�–�®�R�p�˜�®� �-�t�A�R�y�l�-�Ÿ�q�l�y�l�|�ª�R�a�|�Ÿ
�„�\�¥�y�p�A�o�l�…�Ÿ�®�u�l�R�y�y�R�o�Ÿ�(�G�Ÿ�A�®�¬�Ÿ� �R�¸�Ÿ�ª�¬�˜� �Ö�‚�¥�o�Ô�Ÿ�ª�Ÿ�y�l�A�i�Ÿ�®�u�l�R�y�y�R�Ÿ�y�l�R�®�-�q�R�¸�y�R�‡

���–�®�R�p�˜�®� �-�t�A�R�y�l�R�Ÿ
�q�l�y�l�|�ª�R

�+�u�l�R�y�y�R�Ÿ
�y�l�R�®�-�q�R�¸�y�R

Wyp#ata mo%liwa do uzyskania po nabyciu 
pojedynczego losu, którego cena posz#a 
w gór$; X — wyp#ata mo%liwa do uzyskania 
po nabyciu pojedynczego losu w starej cenie.

Spo%ywanie dodatkowego kubka kawy 
ka%dego dnia; X — ilo!" kawy w jednym 
kubku.

Wyp#ata mo%liwa do uzyskania po nabyciu 
10 losów na loterii; X — wyp#ata mo%liwa 
do uzyskania po nabyciu jednego losu.

Kupno dodatkowych kur znosz&cych jajka; 
X — liczba znoszonych jaj w zale%no!ci 
od gatunku kury.

�;�N�J�F�O�O�F���Q�S�[�F�L�T�[�U�B�Œ�D�P�O�F��
�D�[�Z���O�J�F�[�B�M�F�˜�O�F� 

�7�Y�G�R�A�N�E���Z���K�A�š�D�E�G�O���L�O�S�U���S�”���N�I�E�Z�A�L�E�š�N�E���O�D���S�I�E�B�I�E��

�:�M�I�A�N�A���C�E�N�Y���L�O�S�U���W�P�Ž�Y�W�A���N�A���W�A�R�T�O�w�Á��

�W�Y�P�Ž�A�T�Y�����A�L�E���N�I�E���N�A���P�R�A�W�D�O�P�O�D�O�B�I�E�Ì�S�T�W�O��

�W�Y�G�R�A�N�E�J�����D�L�A�T�E�G�O���M�A�M�Y���D�O���C�Z�Y�N�I�E�N�I�A��

�Z���P�R�Z�E�K�S�Z�T�A�Ž�C�E�N�I�E�M���L�I�N�I�O�W�Y�M��

�:�M�I�E�N�N�E���P�R�Z�E�K�S�Z�T�A�Œ�C�O�N�E���C�Z�Y���N�I�E�Z�A�L�E�˜�N�E�����2�O�Z�W�I�’�Z�A�N�I�E
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�§�a�S�M�d�O�X�S�O

Lokalna cukiernia w••czy•a do swojej oferty ciasteczka z niespodziank•. Ich cena  
to 0,5 dolara za sztuk!. Wi!kszo"# ciasteczek zawiera pomy"ln• wró$b! na przysz•o"#,  
ale w niektórych kryj• si! pieni•dze. Prawdopodobie%stwo wygrania 2 dolarów wynosi 
0,1, 5 dolarów — 0,07, za" 10 dolarów — 0,03.

Niech X oznacza wyp•at! (wygrana pomniejszona o koszt ciasteczka) z tej „gry”. 
Sporz•d& rozk•ad prawdopodobie%stwa zmiennej X. Ile wynosi E(X) i Var(X)?

Cukiernia zdecydowa•a si! podnie"# cen! ciasteczek do 1 dolara za sztuk!.  
Ile teraz wynosi warto"# oczekiwana i wariancja wyp•aty?
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�§�a�S�M�d�O�X�S�O
�<�Y�d�a�S�¦�d�K�X�S�O

Lokalna cukiernia w••czy•a do swojej oferty ciasteczka z niespodziank•. Ich cena  
to 0,5 dolara za sztuk!. Wi!kszo"# ciasteczek zawiera pomy"ln• wró$b! na przysz•o"#, 
ale w niektórych kryj• si! pieni•dze. Prawdopodobie%stwo wygrania 2 dolarów wynosi 
0,1, 5 dolarów — 0,07, za" 10 dolarów — 0,03.

Niech X oznacza wyp•at! (wygrana pomniejszona o koszt ciasteczka) z tej „gry”. 
Sporz•d& rozk•ad prawdopodobie%stwa zmiennej X. Ile wynosi E(X) i Var(X)?

�X �r������ ������ ������ ������

�0���8�������X�	 ������ ������ �������� ��������

�/�T�O���R�O�Z�K�Ž�A�D���P�R�A�W�D�O�P�O�D�O�B�I�E�Ì�S�T�W�A���Z�M�I�E�N�N�E�J���8��

�%���8�	���������r�������	���²�����������������������²�����������������������²�������������������������²��������������

�� �����r��������������������������������������������������������

�� ������������

�6�A�R���8�	�������%���8���r���•�	������

�� ����S���X���r���•�	���0���8�������X�	����

�� �������r���������r�����������	�����²�������������������������r�����������	�����²�������������������������r�����������	�����²���������������������������r�����������	�����²��������������

�� �������r���������	�����²���������������������������²���������������������������²�����������������������������²��������������

�� �������������������²�����������������������������²�������������������������������²���������������������������������²��������������

�� ����������������������������������������������������������������������������������

�� ����������������

Cukiernia zdecydowa•a si! podnie"# cen! ciasteczek do 1 dolara za sztuk!.  
Ile teraz wynosi warto"# oczekiwana i wariancja wyp•aty?

�#�U�K�I�E�R�N�I�A���P�O�D�N�I�O�S�Ž�A���C�E�N�Å���C�I�A�S�T�E�C�Z�E�K���O�����������D�O�L�A�R�A�����A���Z�A�T�E�M���W�Y�P�Ž�A�T�Å����
�P�O���P�O�D�W�Y�š�C�E���M�O�š�N�A���P�R�Z�E�D�S�T�A�W�I�Á���J�A�K�O���8�r��������

�%���8���r���������	�� �����%���8�	���r������������

�� ���������������r������������

�� �����r��������

�6�A�R���8���r���������	�������6�A�R���8�	����

�� ����������������

�Ÿ�W�I�C�Z�E�N�I�E�����2�O�Z�W�I�’�Z�A�N�I�E

�r�r�–�-�u�p�-�d�d

�r�r�p�|�y�l�R�A�Ÿ�–�-�u�p�l�d�d
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�8�Y�a�O�
�K�_�^�Y�W�K�^�c�
�a�M�R�Y�N�d�¦�
�N�Y�
�Q�\�c��
�'�t�-�²�A�l�A�l�R�q�Ÿ�p�-�˜�¬�y�-�Ÿ�˜�‚�–�|�ª�-�J�®�l�t�Ÿ�A�-�t�p�l�R�u�Ÿ�y�|�ª�¬�Ÿ�u�|�J�R�q�Ÿ�-�¥� �|�u�-� �}�ª�Ÿ�Ÿ
�J�|�Ÿ�a�–�¬�‡�Ÿ���-�¸�J�-�Ÿ�a�–�-�Ÿ�p�|�˜�®� �¥�o�R�Ÿ� �R�–�-�®�Ÿ�ª�l�Ö�A�R�o�G�Ÿ�-�q�R�Ÿ�o�R�²�q�l�Ÿ�˜�®�A�®�Ö�²�A�l�R�Ÿ�7�Ö�J�®�l�R�Ÿ�Ÿ
���l�Ÿ�˜�‚�–�®�¬�o�-�É�G�Ÿ�7�Ö�J�®�l�R�˜�®�Ÿ�u�}�a�t�Ÿ�q�l�A�®�¬�É�Ÿ�y�-�Ÿ�y�-�‚�–�-�ª�J�Ö�Ÿ�˜�‚�|�–�R�Ÿ�‚�l�R�y�l�Ô�J�®�R�‡�Ÿ�Ÿ
��� �|�Ÿ�y�|�ª�¬�Ÿ�–�|�®�p�t�-�J�Ÿ�‚�–�-�ª�J�|�‚�|�J�|�7�l�R�Í�˜� �ª�-�F

x  -5 395

P(X = x) �����#�# ���������'�R�A���K�O�S�Z�T�U�J�E���W�I�Å�C�E�J���N�I�š��
�N�A���I�N�N�Y�C�H���A�U�T�O�M�A�T�A�C�H����

���A�L�E���S�P�Î�J�R�Z���N�A���T�E���W�Y�G�R�A�N�E��

�'�l�R�u�¬�Ÿ�o�¥�¸�G�Ÿ�o�-�p�Ÿ�ª�¬�®�y�-�A�®�¬�É�Ÿ�ª�-�–� �|�²�É�Ÿ�|�A�®�R�p�l�ª�-�y�Ô�Ÿ�l�Ÿ�ª�-�–�l�-�y�A�o�Ö�Ÿ�®�-�–�}�ª�y�|�Ÿ
�ª�Ÿ�‚�|�o�R�J�¬�y�A�®�R�o�Ÿ�a�–�®�R�G�Ÿ�o�-�p�Ÿ�l�Ÿ�ª�Ÿ�‚�–�®�¬�‚�-�J�p�¥�Ÿ�p�l�q�p�¥�Ÿ�a�l�R�–�Ÿ�–�|�®�R�a�–�-�y�¬�A�i�Ÿ�y�-�Ÿ� �¬�u�Ÿ
�˜�-�u�¬�u�Ÿ�-�¥� �|�u�-�A�l�R�‡�Ÿ���|�Ÿ�7�¬�Ÿ�˜�l�Ö�Ÿ�o�R�J�y�-�p�Ÿ�˜� �-�t�|�G�Ÿ�a�J�¬�7�¬�²�u�¬�Ÿ�A�i�A�l�R�q�l�Ÿ�–�|�®�R�a�–�-�É�Ÿ
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�'�Ÿ� �R�o�Ÿ�˜�¬� �¥�-�A�o�l�Ÿ�u�-�u�¬�Ÿ�J�|�Ÿ�A�®�¬�y�l�R�y�l�-�Ÿ�®�Ÿ�J�ª�|�u�-�Ÿ�y�l�R�®�-�q�R�¸�y�¬�u�l�Ÿ�–�|�®�p�t�-�J�-�u�l�Ÿ
�‚�–�-�ª�J�|�‚�|�J�|�7�l�R�Í�˜� �ª�-�Ÿ�W�Ÿ�J�q�-�Ÿ�u�-�˜�®�¬�y�Ÿ�˜� �-�–�R�a�|�Ÿ�l�Ÿ�y�|�ª�R�a�|�Ÿ� �¬�‚�¥�F

y  -2 23 48 73 98

P(Y = y) �����#�!�! ���������" ���������" ��������� ����������
�/�T�O���W�Y�G�R�A�N�E��

�W���A�U�T�O�M�A�T�A�C�H��

�S�T�A�R�E�G�O���T�Y�P�U��

���®�¬�Ÿ�u�|�¸�R�u�¬�Ÿ�t�-� �ª�|�Ÿ�‚�|�q�l�A�®�¬�É�Ÿ�ª�-�–� �|�²�É�Ÿ�|�A�®�R�p�l�ª�-�y�Ô�Ÿ�l�Ÿ�ª�-�–�l�-�y�A�o�Ö�Ÿ�ª�¬�‚�t�-� �¬�Ÿ
�ª�Ÿ�‚�–�®�¬�‚�-�J�p�¥�Ÿ�ª�l�R�q�|�p�–�|� �y�R�o�Ÿ�a�–�¬�Ÿ�y�-�Ÿ�|�7�¥�Ÿ�–�|�J�®�-�o�-�A�i�Ÿ�-�¥� �|�u�-� �}�ª�•

�-�O�G�L�I�B�Y�v�M�Y���W�Y�Z�N�A�C�Z�Y�·���R�O�Z�K�ˆ�A�D��
�S�U�M�Y���8���9�����A�L�E���B�Y�ˆ�O�B�Y���T�O���D�O�v�·��

�C�Z�A�S�O�C�H�ˆ�O�N�N�E�����:�A�S�T�A�N�A�W�I�A�M���S�I�»������
�C�Z�Y���M�O�G�L�I�B�Y�v�M�Y���P�Ä�J�v�·���N�A���S�K�R�Ä�T�Y��

Nowo!"#

x  -5 395

P(X = x) �����#�# ��������

�/�T�O���W�Y�G�R�A�N�E���M�O�š�L�I�W�E���D�O���U�Z�Y�S�K�A�N�I�A���N�A���A�U�T�O�M�A�T�A�C�H���N�O�W�E�G�O���T�Y�P�U��
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�/���B���
�N�Y�
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�L�c�
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�/���B���C���j
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� �Ô�Ÿ� �|�Ÿ�®�u�l�R�y�y�R�Ÿ�y�l�R�®�-�q�R�¸�y�R�‡
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x y

x + y
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�I�L�E���C�Z�A�S�U���Z�A�J�Å�Ž�O�B�Y��

�N�A�M���P�O�L�I�C�Z�E�N�I�E���T�E�G�O��

�W�S�Z�Y�S�T�K�I�E�G�O���I���I�L�E���B�Ž�Å�D�Î�W��

�M�O�G�L�I�B�Y�w�M�Y���P�R�Z�Y���T�Y�M��

�P�O�P�E�Ž�N�I�Á��
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E(X + Y) = E(X) + E(Y)

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)

 Swobodnie 
mo$na 
dodawa" tylko 
wariancje 
zmiennych 

niezale$nych.

Je$li X i Y nie s• zmiennymi 
niezale#nymi, wtedy Var(X+Y) 
nie jest równa Var(X) + Var(Y).

 Uwaga!
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E(X - Y) = E(X) – E(Y)

Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y)
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 Wyznaczaj%c 
wariancj& 
ró$nicy 
zmiennych 
losowych, 

zsumuj ich wariancj&.

%atwo tu o pomy&k!, poniewa# 
w pierwszej chwili wydaje 
si! to sprzeczne z intuicj•. 
Zapami!taj jednak, #e 
je$li X i Y s• niezale#nymi 
zmiennymi losowymi, 
to Var(X – Y) = Var(X) + Var(Y).
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E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)

Var(aX + bY) = a 2Var(X) + b 2Var(Y)
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E(aX - bY) = aE(X) - bE(Y)

Var(aX - bY) = a 2Var(X) + b 2Var(Y)
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�§�a�S�M�d�O�X�S�O

W poni$szej tabeli zamieszczono warto"ci oczekiwane i wariancje ró$nych zmiennych losowych. 
Spróbuj poda# najprostszy sposób na wyznaczenie ka$dej z tych warto"ci. W razie potrzeby 
przyjmij za•o$enie o niezale$no"ci zmiennych losowych.

Parametr Sposób obliczenia

   E(aX + b)

   Var(aX + b)

   E(X)

   E(f(X))

   Var(aX - bY)

   Var(X)

   E(aX - bY)

   E(X1 + X2 + X3)

   Var(X1 + X2 + X3)

   E(X2)

   Var(aX - b)

�Ÿ�W�I�C�Z�E�N�I�E



�$�Y�S�K�R�E�T�N�E���R�O�Z�K�Œ�A�D�Y���P�R�A�W�D�O�P�O�D�O�B�I�E�Ê�S�T�W�A

�������J�E�S�T�E�u���T�U�T�A�J4

�§�a�S�M�d�O�X�S�O

Pewna restauracja oferuje dwa menu: jedno przeznaczone na dni robocze, drugie wa!ne  
w weekendy. Ka!de z nich zawiera potrawy w czterech ró!nych kategoriach cenowych.  
Rozk"ady prawdopodobie#stw wydatków klientów zamieszczono w poni!szych tabelkach:

x 10 15 20 25

P(X = x) ������ ������ ������ ������

Dni robocze:

y 15 20 25 30

P(Y = y) �������� ����� ������ ��������

Weekend:

Kto, Twoim zdaniem, wyda wi$cej pieni$dzy na posi"ek w tej restauracji: grupa 20 klientów 
weekendowych czy 25 klientów odwiedzaj%cych restauracj$ w pozosta"e dni?
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�§�a�S�M�d�O�X�S�O
�<�Y�d�a�S�¦�d�K�X�S�O

W poni!szej tabeli zamieszczono warto&ci oczekiwane i wariancje ró!nych zmiennych losowych. 
Spróbuj poda' najprostszy sposób na wyznaczenie ka!dej z tych warto&ci. W razie potrzeby 
przyjmij za"o!enie o niezale!no&ci zmiennych losowych.

Parametr Sposób obliczenia

   E(aX + b) �A�%���8�	�������B

   Var(aX + b) �A���6�A�R���8�	

   E(X) �X�0���8�������X�	

   E(f(X)) �F���X�	�0���8�������X�	

   Var(aX - bY) �A���6�A�R���8�	�������B���6�A�R���9�	

   Var(X) �%���8���
���•�	���������%���8���	���
���•��

   E(aX - bY) �A�%���8�	���
���B�%���9�	

   E(X1 + X2 + X3) ���%���8�	

   Var(X1 + X2 + X3) ���6�A�R���8�	

   E(X2) �X���0���8�������X�	

   Var(aX - b) �A���6�A�R���8�	

�Ÿ�W�I�C�Z�E�N�I�E�����2�O�Z�W�I�’�Z�A�N�I�E



�$�Y�S�K�R�E�T�N�E���R�O�Z�K�Œ�A�D�Y���P�R�A�W�D�O�P�O�D�O�B�I�E�Ê�S�T�W�A

�������J�E�S�T�E�u���T�U�T�A�J4

�§�a�S�M�d�O�X�S�O
�<�Y�d�a�S�¦�d�K�X�S�O

Pewna restauracja oferuje dwa menu: jedno przeznaczone na dni robocze, drugie wa!ne  
w weekendy. Ka!de z nich zawiera potrawy w czterech ró!nych kategoriach cenowych.  
Rozk"ady prawdopodobie#stw wydatków klientów zamieszczono w poni!szych tabelkach:

x 10 15 20 25

P(X = x) ������ ������ ������ ������

Dni robocze:

y 15 20 25 30

P(Y = y) �������� ����� ������ ��������

Weekend:

Kto, Twoim zdaniem, wyda wi$cej pieni$dzy na posi"ek w tej restauracji: grupa 20 klientów 
weekendowych czy 25 klientów odwiedzaj%cych restauracj$ w pozosta"e dni?
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�§�a�S�M�d�O�X�S�O

Sam zwyk" jada' w dwóch restauracjach. Restauracja A jest dro!sza ni! B, ale serwuje znacznie 
lepsze jako&ciowo dania.

Poni!sze tabelki prezentuj% rozk"ady prawdopodobie#stw wydatków Sama w obu restauracjach. 
Jak móg"by& scharakteryzowa' ró!nic$ w poziomie cen mi$dzy restauracj% A i B? Ile wynosi jej 
wariancja?

x 20 30 40 45

P(X = x) ������ ������ ������ ������

Restauracja A:

y 10 15 18

P(Y = y) ������ ����� ������

Restauracja B:

Dyskretne 

�r�r�–�-�u�p�-�d�d

•wiczenie

Restauracja A:

x 

P(X = x)

Restauracja B:

y 

P(Y = y)

<<koniec ramki>>
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Sam zwyk" jada' w dwóch restauracjach. Restauracja A jest dro!sza ni! B, ale serwuje znacznie 
lepsze jako&ciowo dania.

Poni!sze tabelki prezentuj% rozk"ady prawdopodobie#stw wydatków Sama w obu restauracjach. 
Jak móg"by& scharakteryzowa' ró!nic$ w poziomie cen mi$dzy restauracj% A i B? Ile wynosi jej 
wariancja?

x 20 30 40 45

P(X = x) ������ ������ ������ ������

Restauracja A:

y 10 15 18

P(Y = y) ������ ����� ������

Restauracja B:
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